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Aceasta teza de abilitare, intitulata Cdteva contributii la studiul functiilor care conservd md-
sura si al operatorilor de aproximare, contine o parte din rezultatele activitatii mele de cercetare
din domeniul Analizei Matematice dupa obtinerea titlului de doctor in Matematica la Universi-
tatea Babes-Bolyai. Pe de o parte, ea reprezinta o continuare a studiului intreprins in perioada
doctoratului (2006-2010) sub indrumarea Profesorului Ioan Gavrea asupra operatorilor liniari
si pozitivi. Pe de alta parte, domeniul de studiu se extinde la constructia de functii care conserva
aria sau volumul. Rezultatele in acest domeniu sunt obtinute in principal in colaborare cu colega
mea, Profesor Dr. Daniela Rosca.

Teza are doua parti distincte. Prima parte contine cateva din rezultatele stiintifice obtinute
de autor in ultimii zece ani. Pentru o prezentare unitara si concisa, nu au fost prezentate toate
rezultatele obtinute de autor, ci doar cele mai semnificative. A doua parte a tezei prezinta cateva
planuri de viitor legate de cariera academica.

Incepem in Capitolul 1 cu functiile care conservi masura. Fiecare sectiune contine rezul-
tate din cele sase lucrari publicate in acest domeniu. Construim functii care pastreaza aria (sau
functii care pastreaza volumul) si obtinem grid-uri ierarhice pe sfera (sau pe bile) care pot fi uti-
lizate In geofizica, astronomie, cristalografie, imagistica medicala, grafica pe calculator, aplicatii
statistice sau alte domenii. Un grid uniform pe un domeniu bidimensional (tridimensional) este
o diviziune a ariei (sau volumului) in celule care au aceeasi masura. Atunci cand un grid nu este
suficient de fin pentru a rezolva cu o precizie data o anumitad problema, avem nevoie de o rafinare
a grid-ului. Noi obtinem grid-uri uniforme care pot fi rafinate printr-o procedura simpla.

In prima sectiune a Capitolului 1, prezentdm o functie bijectiva si continui, impreuni cu in-
versa sa, care este definita pe o clasa de dipiramide alungite, ia valori pe sfera si in plus pastreaza
aria. Folosind aceste functii, se pot obtine grid-uri uniforme si rafinabile pe sfera. Ca si caz par-
ticular, aratam ca grid-urile HEALPix (care sunt utilizate in astrofizica) pot fi obtinute din aceste
functii. Aceste grid-uri pot fi utilizate si pentru a obtine configuratii ale punctelor de pe sfera.
Pentru fiecare configuratie de puncte, se pot calcula anumite numere (numite ,energii”) care
ofera informatii despre acea configuratie. O problema deschisa in fizica este cum sa aranjezi un
numar dat de puncte pe sfera astfel incat energia configuratiei sa fie minima. Legat de aceasta
problemad, Steve Smale a propus in 1998 o lista de probleme nerezolvate in matematica, care
include gasirea unui algoritm pentru a genera, pentru un numar dat, o configuratie de puncte pe
sfera, care este aproape optima. Configuratiile noastre de puncte sunt aproape optime. Functia
care pastreaza aria poate fi utilizata si pentru a obtine o functie care pastreaza volumul pe sfera.

In Sectiunea 2 a Capitolului 1, prezentim o functie de la octaedrul regulat la sfera care pas-
treaza aria. Metoda utilizata pentru obtinerea functiei este aceeasi, iar rezultatele sunt simi-
lare, dar am inclus aceste rezultate in prezenta teza pentru o anumita proprietate pe care o au
gridurile asociate si care, in general, este greu de demonstrat: marginirea diametrului. Aceasta
proprietate asigura ca, In procesul de divizare ierarhica a celulelor, acestea nu devin lungi si sub-
tiri. Pe langa configuratia aproape optima a punctelor care poate fi obtinuta din grilele noastre,
oferim ca o posibila aplicatie a functiei noastre constructia de harti geografice patrate ale unei
emisfere. Dupa cum se poate observa din citarile acestui articol, a fost brevetata in SUA in 2022
o tehnica de mapare a culorilor care ofera o viziune intuitiva a normalelor de suprafata.

In Sectiunea 3 a Capitolului 1, construim o functie care pistreazi volumul de la un cub la
un tetraedru si o generalizam sa fie de 1a un cub la un tetraedru arbitrar si, In continuare, la
un poliedru convex arbitrar. De asemenea, prezentam cum se construiesc griduri 3D uniforme,
rafinabile, ale octaedrului.

In Sectiunea 4 a Capitolului 1, construim doui functii care pistreazi aria de la pitrat la bila
2D (domeniul definit de |x|P+|y|? < |a|P). Este inclusa si o discutie despre distorsiunea celulelor.
In Sectiunea 5, construim aplicatii care pastreaza volumul intre bile 3D.

In Sectiunea 6 a Capitolului 1, ardtim cum se obtine o functie care pistreazi volumul de la
un octaedru 3D regulat la bila 3D. Aratam cum se construiesc alte griduri uniforme, rafinabile,



ale octaedrului regulat si oferim cateva observatii despre implementarea lor. In final, obtinem
o analizd multirezolutie a lui L?(K) (unde K este octaedrul) si baze wavelet ortonormale con-
stante pe portiuni pe L?(B) (unde B este bila 3D).

In Capitolul 2, mentiondm cateva rezultate legate de operatorii de aproximare. Am selectat
patru lucriri relevante si le prezentim in patru sectiuni separate. In Sectiunea 1, studiem op-
eratorii Szasz-Mirakyan de tip max-produs. Acestia sunt operatori subliniari pozitivi definiti pe
baza operatorilor clasici Szasz-Mirakyan-Favard prin inlocuirea operatorului de suma cu ope-
ratorul max. Acestia pot fi utilizati pentru aproximarea functiilor marginite sau nemarginite.
Pentru unele clase de functii, acestia ofera un ordin mai bun de aproximare. Prin utilizarea
unui modul de continuitate adecvat, rezultatele noastre extind in doud moduri rezultatele exis-
tente. In primul rand, o clasid mai mare de functii marginite f poate fi aproximata uniform, si
anume cele pentru care f(x?) este uniform continug, si in al doilea rand, putem aproxima functii
nemadrginite cu crestere exponentiala.

Sectiunea 2 a Capitolului 2 contine rezultate legate de un anumit tip de operatori liniari si
pozitivi care sunt generati de o ecuatie diferentiala, numiti operatori de tip exponential. Pentru
acesti operatori, putem obtine comportamentul asimptotic al momentelor si cateva rezultate
generale de tip Voronovskaya. Din cauza cerintelor de spatiu, ne-am limitat prezentarea la cateva
rezultate generale, dar trebuie sa mentionam ca pot fi date si alte rezultate generale, precum si
multe cazuri particulare.

Sectiunea 3 din Capitolul 2 prezinta operatorii obtinuti din operatorii clasici Bernstein prin
ridicarea la patrat a bazei lor si utilizarea normalizarii. Studiul lor este recent in literatura
matematica. Aceste tipuri de operatori obtinuti din operatori clasici de tip exponential utilizand
o putere a bazei sunt, de asemenea, de tip exponential. Asadar, unele rezultate generale pe care
le-am prezentat in Sectiunea 2 pot fi aplicate si acestor operatori. In acest fel, obtinem rezultate
noi care nu sunt inci publicate. In acest sens, am dat un rispuns pozitiv unei conjecturi.

In Sectiunea 4 din Capitolul 2, studiem toti operatorii de tip exponential care pot fi generati de
o functie putere. Printre acestia, reobtinem operatorii clasici ai lui Bernstein, ai lui Szasz-Favard-
Mirakyan, ai lui Baskakov, ai lui Post-Widder si ai lui Gauss-Weierstrass. Folosind transformatele
Laplace si Fourier, obtinem noi operatori care pot fi utilizati pentru aproximarea uniforma a
functiilor.

A doua parte a tezei contine Capitolul 3, care prezinta cateva dintre planurile de viitor ale au-
torului. Intentionez sa continui activitatile didactice si de cercetare la Universitatea Tehnica din
Cluj-Napoca. In ceea ce priveste predarea studentilor de licent3, in special in acest nou context al
inteligentei artificiale, doresc sa imbunatatesc metodele utilizate In educatie, sa implic studentii
intr-un mod activ si participativ. De asemenea, intentionez sa elaborez propuneri de cercetare
si sa supervizez studenti la masterat si doctorat.

In ce priveste colabordrile, pAnd acum am avut o buni colaborare cu colega mea Daniela
Rosca si am scris cinci articole impreuna. De asemenea, am scris o lucrare in colaborare cu colec-
tivul de la departamentul de Inginerie Electrica si recent, o lucrare impreuna cu Vijay Gupta. O
alta lucrare recenta a fost scrisa in colaborare cu o echipa de cercetare de la Universitatea Harran
din Turcia. Acestea dovedesc ca autorul poate lucra cu succes in echipe de cercetare atat la nivel
national, cat si international. Intentionez sa continui aceste colaborari si sa incep altele noi.

Planuiesc sa public si o monografie care sa contina toate rezultatele obtinute deja cat si altele
noi care vor aparea din proiectele viitoare. Cateva din aceste proiecte viitoare vreau sa le prezint
pe scurt in continuare.

Vreau si extind studiul operatorilor de tip exponential in citeva directii. In primul rand,
ecuatia diferentiala care sta la baza acestor operatori poate fi data intr-o forma mai generala
care sd includa si alte tipuri cunoscute de operatori liniari si pozitivi. Cat de mult poate fi gener-
alizata aceasta ecuatie? Nu toti operatorii liniari si pozitivi sunt de tip exponential. Este posibil
sa extindem ecuatia diferentiala la o anumita relatie care sa permita includerea in clasa aceasta



generala si alte tipuri de modificari ale operatorilor clasici (de exemplu de tip Chlodovsky, sau
Kantorovich, sau Durrmeyer)? Asadar, o directie de cercetare este aflarea celei mai generale
forme a ecuatiei care poate fi considerata.

In teza am dat cateva rezultate legate de aproximarea punctuald si asimptotici a operatorilor
de tip exponential. Ce alte proprietati pot fi deduse din ecuatia diferentiala pe care o verifica?
Putem obtine rezultate de aproximare uniforma pentru aceasta clasa generala de operatori. Ce
putem spune de clasa maximala a functiilor care pot fi aproximate cu ajutorul unui sir dat de
operatori de tip exponential? Cum o putem determina din ecuatie? Aceste Intrebari motiveaza
un studiu viitor.

O clasa de operatori de tip exponential pe care am Inceput sa o studiem este cea a operatorilor
construiti prin ridicarea la patrat a bazei operatorilor clasici. Ce functie poate aleasa in locul
functiei putere astfel incat operatorii sa fie de tip exponential? Care sunt proprietatile acestor
noi operatori? Oare au proprietati bune de aproximare? Aceasta este o alta directie pentru un
studiu viitor.

In domeniul functiilor care pistreazi misura, dorim s construim, daci este posibil, o functie
simetrica in toate variabilele, una care sa prezinte o simetrie fatd de domeniu. Pornind de la
aceasta, dorim sa construim wavelet-uri simetrice si usor de implementat.



